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wiadoma działalność ludzka nierozerwalnie 
wiąŜe się z aktem podejmowania decyzji. 

Wybór decyzji optymalnych jest problemem 
złoŜonym, do rozwiązania którego nie zawsze 
wystarcza duŜe doświadczenie poparte intuicją. 
I tak na przykład, aby podejmować optymalne 
decyzje w zarządzaniu stadem zwierząt gospo-
darskich naleŜy posiadać obszerną wiedzę na 
temat aktualnego stanu stada, czynników we-
wnętrznych i zewnętrznych wpływających na 
zmiany tego stanu, wzajemnych zaleŜności mię-
dzy nimi, wpływu róŜnych działań na potencjal-
ny wynik hodowlany, produkcyjny i ekonomicz-
ny, a takŜe istniejących ograniczeń dotyczących 
niektórych działań. Tradycyjne sposoby wspo-
magania decyzji podejmowanych przez farme-
rów polegają na stosowaniu ogólnych norm, 
standardów i zaleceń lub na doradztwie eksperc-
kim (np. konsultacje zootechniczne, weteryna-
ryjne). Pierwsza metoda nie uwzględnia jednak 
zróŜnicowania systemów produkcji, indywidual-
nych preferencji farmerów oraz specyficznych 
dla danego przypadku uwarunkowań i ograni-
czeń, co sprawia, Ŝe podejmowane decyzje zwy-
kle nie są optymalne. Doradztwo eksperckie od-
nosi się wprawdzie do konkretnych sytuacji decy-
zyjnych, jednakŜe umysł ludzki posiada ograni-
czone moŜliwości tworzenia optymalnych roz-
wiązań na podstawie wielu źródeł informacji, 
cechujących się dodatkowo określonym stopniem 
niepewności (Kristensen i Jørgensen, 1998). 

Obiektywna ocena i wywaŜenie róŜnych 

wariantów działania, a w konsekwencji podjęcie 
decyzji optymalnej jest łatwiejsze dzięki wyko-
rzystaniu metod zwanych badaniami operacyj-
nymi. Obejmują one modelowanie i programo-
wanie matematyczne (Jędrzejczyk i in., 2004) 
(rys. 1). Model jest uproszczoną reprezentacją 
systemu (fermy, przedsiębiorstwa, procesu pro-
dukcyjnego), słuŜącą do wykrywania ilościo-
wych relacji, jakie zachodzą między wartościami 
zmiennych występujących w badanym systemie 
i przewidywania efektów zmian wartości tych 
zmiennych (Jalvingh, 1992). Rozwiązanie mode-
lu jest jednoznaczne z wyznaczeniem decyzji 
optymalnych. Na ogół w określonych warunkach 
istnieje wiele decyzji, które mogą zostać podjęte. 
Są to tzw. decyzje dopuszczalne. Uznanie decy-
zji dopuszczalnej za optymalną wynika z przyję-
tego kryterium (minimalizacji nakładów, mak-
symalizacji efektywności itd.). Poszukiwanie 
decyzji optymalnej, czyli optymalizacja, polega 
zatem na maksymalizacji lub minimalizacji tzw. 
funkcji celu określonej na zbiorze decyzji do-
puszczalnych. Algorytmy obliczeniowe modelu 
wykorzystywane są do konstruowania programów 
komputerowych wspomagających wyznaczanie 
rozwiązań optymalnych. Dzięki moŜliwości 
wprowadzania wartości zmiennych i parametrów 
techniczno-ekonomicznych właściwych dla kon-
kretnej sytuacji decyzyjnej programy te stanowią 
efektywne narzędzie, coraz częściej wykorzysty-
wane w informatycznych systemach zarządzania 
działalnością hodowlaną i produkcyjną. ……..
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Rys. 1. Etapy w procesie podejmowania decyzji przy pomocy modelowania 
i programowania matematycznego 

Fig. 1.  Stages of the decision-making process using mathematical modeling 
and programming 

 
 
 

Przykładem problemu decyzyjnego, któ-
ry moŜna rozwiązać przy wykorzystaniu metod 
modelowania i programowania matematycznego 
jest określenie optymalnej struktury i skali pro-
dukcji na fermie zwierząt (rys. 2). Przyjęte alter-
natywne opcje to np.: produkcja tylko mleka, 

tylko Ŝywca wołowego, mleka i Ŝywca wołowe-
go lub mleka, Ŝywca wołowego i Ŝywca wie-
przowego. 

Zazwyczaj celem jest maksymalizacja 
zysku rozumianego jako róŜnica między przy-
chodami z produkcji a poniesionymi nakładami.

  
 
 

Opis systemu i określenie celów modelowania 
Description of system and determination of modeling aims 

Analiza danych wymaganych w modelu 
Analysis of data required in the model 

Konstruowanie modelu matematycznego 
i jego rozwiązanie 

Constructing and solving the mathematical model 
 

Ocena uzyskanego rozwiązania i weryfikacja modelu – 
walidacja modelu 

Evaluation of the solution obtained and model verification – 
model validation 

Analiza czułości modelu 
Analysis of model sensitivy 

 

Pojęcie decyzji i opracowanie systemu kontroli –  
wykorzystanie modelu we wspomaganiu decyzji 
Making decision and developing the control system – 

using the model in decision support 
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Rys. 2. Przykład problemu decyzyjnego, moŜliwego do rozwiązania przy zastosowaniu metod 

modelowania i programowania matematycznego 
Fig. 2. Example of a decision problem that can be solved using mathematical modeling 

 and programming methods 
 
 

Programowanie dynamiczne 
Wyznaczanie rozwiązań optymalnych 

w hodowli i produkcji zwierzęcej realizuje się przy 
wykorzystaniu technik programowania matema-
tycznego, spośród których szczególną rolę odgry-
wa programowanie dynamiczne, uwzględniające 
czynnik czasu (Bellman, 1957; Bellman i Dreyfus, 
1967; Wentcel, 1966). Stanowi ono dział matema-
tyki, pozwalający realizować optymalne sterowa-
nie wieloetapowych (sekwencyjnych) procesów 
poprzez wyznaczanie działań (decyzji) optymal-
nych na kaŜdym etapie. Programowanie dyna-

miczne wykorzystuje się do optymalizacji proce-
sów o ograniczonym lub nieograniczonym czasie 
trwania (tzw. horyzont planowania). W kaŜdym 
etapie procesu określa się jego stan oraz podejmuje 
decyzję. Stan procesu opisywany jest poprzez 
zbiór parametrów zwanych zmiennymi stanu (np. 
masa ciała, wiek zwierzęcia). Zwykle zakłada się, 
Ŝe przestrzenie stanów i decyzji są zbiorami skoń-
czonymi. Decyzja optymalna dla wszystkich kom-
binacji zmiennych stanu wyznaczana jest poprzez 
maksymalizację (lub minimalizację) zdefiniowanej 
uprzednio funkcji celu. Wpływa ona w sposób 

Co produkować? – What to produce? 

FERMA – FARM 
 Mleko – Milk 

Cel – Aim 

Maksymalizacja z ysku  
Maximation of profit 

śywiec wieprzowy – Pork livestock 

śywiec wołowy – Beef livestock 
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deterministyczny lub stochastyczny na stan obser-
wowany w następnym etapie. Pochodną decyzji 
podjętej w danym etapie i stanie jest wynik pro-
dukcyjny lub ekonomiczny. Przypisanie kaŜdej 
kombinacji etapu i stanu określonych decyzji do-
puszczalnych nosi nazwę strategii (polityki). Wy-
znaczenie strategii optymalnej dla danego procesu 
polega na określeniu ciągu stanów i decyzji opty-
malizujących wartość zdefiniowanej funkcji celu 
(Kristensen, 1994). 

 
Hierarchiczne procesy Markova (Hierarchic 
Markov Processes – HMP)  

Konstruując modele dynamiczne uwzglę-
dniające większą liczbę zmiennych napotyka się na 
tzw. problem wielowymiarowości. Wynika on 
z faktu, iŜ zmienne mogą przyjmować wiele róŜ-
nych wartości, a w związku z tym przestrzeń sta-
nów (definiowana jako iloczyn liczby zmiennych 
i przyjmowanych przez nie wartości) staje się bar-
dzo duŜa. W celu umoŜliwienia rozwiązania tego 
typu problemów A.R. Kristensen opracował teorię 
hierarchicznych procesów Markova (Kristensen, 
1988, 1996). Za podstawę przyjął metodę zwaną 
procesami decyzyjnymi Markova lub programo-
waniem decyzyjnym Markova, stanowiącą połą-
czenie idei programowania dynamicznego z ma-
tematyczną koncepcją łańcuchów Markova (Ho-
ward, 1960).  

 
 

 
 
Hierarchiczne procesy Markova są serią 

procesów decyzyjnych, zwanych subprocesami, 
tworzących jeden proces główny. Zakłada się, Ŝe 

proces główny posiada nieskończoną liczbę eta-
pów, ale skończoną liczbę stanów. KaŜdemu sta-
nowi w procesie głównym odpowiada odrębny 
proces decyzyjny (subproces) o określonej długo-
ści czasu i  skończonej  liczbie  stanów.  Liczba  
subprocesów równa jest zatem liczbie stanów 
w procesie głównym, a długość etapu w procesie 
głównym równa się całkowitej długości odpowia-
dającego mu subprocesu. Metoda ta jest szczegól-
nie przydatna do modelowania procesów decyzyj-
nych o nieokreślonym czasie trwania, w których 
kolejne etapy subprocesów wiąŜą się z wiekiem 
zwierzęcia. MoŜna wtedy nie włączać do obliczeń 
wieku zwierzęcia – jako oddzielnej zmiennej stanu 
– co pozwala znacznie zmniejszyć rozmiary mode-
lu (Kristensen, 1988, 1996). 

Jak dotąd, programowanie dynamiczne 
z rozszerzeniem o hierarchiczne procesy Mar-
kova stosowane było najczęściej do wspomaga-
nia zarządzania stadami bydła (przykłady 
w niniejszym artykule) i trzody chlewnej. Jed-
nym z najistotniejszych problemów decyzyjnych 
w zarządzaniu stadem jest problem rotacji, czyli 
„zastępowania” uŜytkowanego zwierzęcia kolej-
nym osobnikiem. Jego rozwiązanie polega na 
określeniu warunków (wiek, produkcyjność itd.), 
w których „zastąpienie” moŜna uznać za działa-
nie optymalne z punktu widzenia przyjętego 
kryterium (Kristensen, 2003). W roku 1987 A.R. 
Kristensen opracował model, w którym po raz 
pierwszy wykorzystał teorię hierarchicznych pro-
cesów Markova do rozwiązania problemu „zastę-
powania” krów jałówkami w stadzie bydła mlecz-
nego (Kristensen, 1987) (rys. 3). W modelu tym 
krowa charakteryzowana była poprzez: klasę 
genetyczną określoną na podstawie wartości 
hodowlanej ojca, numer laktacji, etap laktacji, 
wydajność mleka w poprzedniej i bieŜącej lakta-
cji oraz długość okresu międzywycieleniowego. 
Jako kryterium optymalizacji przyjęto maksyma-
lizację wartości zysku przy nieskończonym ho-
ryzoncie planowania. Uzyskane rozwiązania 
pozwalały uszeregować krowy w stadzie według 
spodziewanego zysku z dalszego ich uŜytkowa-
nia oraz określić optymalny moment „zastąpie-
nia” jałówkami. 

W roku 1989 Kristensen przedstawił ko-
lejną wersję modelu, w której uwzględnił kwoty 
mleczne jako czynnik ograniczający produkcję 
mleka (Kristensen, 1989).)…………….……….
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Proces główny: - Main process: 

� Etap: Okres Ŝycia krowy – Stage: Cows period of life 

� Stan: Wartość genetyczna – State: genetic value 

� Działanie (decyzja): Brak działania – Action (decision): No action  

Subproces: – Subprocess: 

� Etap: Laktacja – Stage: Lactation 
� Stan: Wydajność mleczna (stan zaleŜny od wartości genetycz-

nej i numeru laktacji) – State: Milk field (state dependent on 

genetic value and lactation number) 

� Działanie (decyzja): Dalsze uŜytkowanie / zastąpienie jałówką – 

Action (decision): Further use / replacement with a heifer  

  
Rys. 3. Ilustracja wykorzystania hierarchicznych procesów decyzyjnych Markova do rozwiązania 

problemu „zastąpienia” krów jałówkami w stadzie bydła mlecznego, wg A.R. Kristensena – „The dairy 
cow replacement model as a hierarchical process”, materiały kursu „Advanced Herd Management”, 

Faculty of Life Science, University of Copenhagen, sierpień – październik 2008 
Fig. 3. Illustration of using hierarchic Markov processes to solve the problem of "replacing" cows with 

heifers in a dairy herd according to A.R. Kristensen  – “The dairy cow replacement model as a hierarchical 
process”, materials of the course "Advanced Herd Management", Faculty of Life Science, University 

 of Copenhagen, August – October 2008 
 
 
 
Innym waŜnym przykładem zastosowa-

nia metody HMP do wspomagania ekonomicz-
nie optymalnych decyzji dotyczących terminu 
inseminacji i rotacji krów w stadach charaktery-
zujących się wysoką częstotliwością występo-
wania mastitis jest model opracowany w 1994 

roku przez Houbena i innych (Houben i in., 
1994). W modelu tym zmiennymi stanu były 
informacje na temat występowania u krowy kli-
nicznych objawów mastitis, jej produkcyjność 
w poprzedniej i bieŜącej laktacji oraz długość 
okresu międzywycieleniowego. Ze względu na 

Wartość genetyczna – Genetic value 

Wydajno ść mleczna – Milk Yield 

Brak działania – No action 

Decyzja: da lsze u Ŝytkowanie / zast ąpienie jałówk ą 
Decision: further use / replacement with a heifer 

Krowa 1  
Cow 1 

Proces 
główny 

Main 
process 

Subproces 
Subprocess 

Krowa 2 
Cow 2 

Krowa 3 
Cow 3 
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znaczną liczbę klas w obrębie kaŜdej zmiennej 
stanu, liczba róŜnych stanów, w których krowa 
mogła się znaleźć w czasie swojego Ŝycia wy-
niosła aŜ 6 821 724. Czas komputerowy potrzebny 
do uzyskania optymalnych rozwiązań uznano za 
moŜliwy do zaakceptowania, jednakŜe istotnie 
ograniczający dalszą rozbudowę modelu.  

Metoda HMP została teŜ wykorzystana 
do ekonomicznej optymalizacji decyzji dotyczą-
cych odchowu i zacielania jałówek ras mlecz-
nych. W opracowanym przez Mourits i in. 
(1999) modelu odchów jałówki traktowany jest 
jako wyodrębniona działalność, rozpoczynająca 
się w chwili urodzenia jałówki i zakończona jej 
sprzedaŜą. Stan jałówki opisywany jest poprzez 
wiek, sezon urodzenia, masę ciała, dobowe przy-
rosty masy ciała w okresie do uzyskania doj-
rzałości płciowej oraz status reprodukcyjny 
(zacielona/niezacielona). Optymalizuje się decy-
zje dotyczące intensywności Ŝywienia jałówki, 
terminu inseminacji i „zastąpienia” rozumianego 
jako wprowadzenie do stada jałówek kolejnej 
osobniczki w miejsce wybrakowanej jałówki 
niezacielonej lub sprzedanej jałówki zacielonej. 
Parametry wejściowe do modelu oszacowano na 
podstawie informacji z ferm holenderskich. Mo-
del został następnie zaadaptowany do warunków 
odchowu jałówek na fermach amerykańskich 
(Mourits i in., 2000). 

Kolejne zastosowanie metody HMP do 
optymalizacji zarządzania stadem bydła zostało 
opisane w pracy Makulskiej i Kristensena 
(1999). Autorzy ci przedstawili teoretyczne za-
łoŜenia modelu umoŜliwiającego wspomaganie 
decyzji dotyczących przebiegu indywidualnego 
i grupowego opasu buhajków róŜnych ras, przy 
załoŜeniu zróŜnicowanych warunków tech-
niczno-ekonomicznych. W opasie indywidual-
nym stan buhajka opisywany był przez miesiąc 
jego urodzenia i aktualną masę ciała, a decyzje 
dotyczyły intensywności Ŝywienia oraz skiero-
wania do rzeźni lub dalszego opasu. W opasie 
grupowym zmiennymi stanu były średnia masa 
ciała buhajka w obrębie grupy i liczba buhajków 
aktualnie pozostających w boksie. Decyzje, po-
dobnie jak w opasie indywidualnym, dotyczyły 
intensywności Ŝywienia oraz skierowania do 
rzeźni lub dalszego opasu, ale podejmowane 
były dwuetapowo: w pierwszym etapie podej-
mowano decyzje o uboju pojedynczych zwie-
rząt, w drugim – decyzje o uboju pozostałych 

buhajków, tak aby opróŜnić boks i wprowadzić 
do niego nową grupę. ZaleŜnie od rodzaju opasu 
(indywidualny, grupowy) jako kryterium opty-
malizacji przyjęto maksymalizację nadwyŜki 
bezpośredniej w przeliczeniu na buhajka lub 
grupę buhajków.  

 
Wielopoziomowe hierarchiczne procesy 
Markova  
(Multi-Level Hierarchic Markov Processes 
– MLHMP)  

Wykorzystanie teorii HMP stanowiło 
istotne ułatwienie w rozwiązywaniu modeli 
o stosunkowo duŜych rozmiarach. Jednak dopie-
ro dzięki opracowanej przez Kristensena i Jør-
gensena (1998) metodzie wielopoziomowych 
hierarchicznych procesów decyzyjnych Markova 
(MLHMP) moŜna rozwiązywać modele posia-
dające olbrzymie przestrzenie stanów i decyzji. 
UŜycie metody MLHMP pozwala rozszerzyć 
strukturę hierarchiczną modelu (proces główny, 
subprocesy) o kolejne poziomy, a horyzonty 
planowania na poszczególnych poziomach mogą 
być róŜne. Wielopoziomowe hierarchiczne pro-
cesy Markova są szczególnie cennym narzę-
dziem do wyznaczania optymalnej długości 
uŜytkowania i momentu zastąpienia zwierzęcia 
w stadzie kolejnym osobnikiem (Kristensen, 
2003). Przykładem moŜe być model optymaliza-
cji przebiegu i długości opasu oraz ubojowej 
masy ciała wolców skonstruowany przez Nielsen 
i Kristensena (2002). Kolejne wersje i aplikacje 
tego modelu zostały opisane w pracach Nielsen 
i in. (2004) oraz Nielsen i Kristensena (2007). 
Model posiada strukturę 4-poziomowego hierar-
chicznego procesu Markova, w którym decyzje 
zdefiniowane są na trzech poziomach. Dotyczą 
one rodzaju wykorzystywanych pastwisk, inten-
sywności Ŝywienia zimowego, momentu rozpo-
częcia końcowej fazy opasu oraz terminu uboju.  

Metoda programowania dynamicznego 
z rozszerzeniem o wielopoziomowe hierarchicz-
ne procesy Markova znalazła teŜ zastosowanie 
w obecnie opracowywanym modelu optymaliza-
cji strategii uŜytkowania jałówek hodowlanych 
w stadzie bydła mięsnego. Wstępna wersja tego 
modelu została opisana w pracy Stygar i Makul-
skiej (2009). ZałoŜono w nim, Ŝe optymalna 
strategia uŜytkowania jałówek obejmie decyzje 
dotyczące terminów krycia (miesiąc Ŝycia ja-
łówki/masa ciała oraz miesiąc kalendarzowy), 
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metody krycia (inseminacja z synchronizacją rui, 
krycie haremowe) oraz intensywności Ŝywienia 
w odchowie jałówek (intensywne, ekstensywne). 
Jako kryterium optymalizacji przyjęto maksymali-
zację ekonomicznej efektywności odchowu jałów-
ki – od jej urodzenia do skutecznego pokrycia.  

Zaprezentowane przykłady modeli wska-
zują na moŜliwości szerokiego zastosowania 
modelowania i programowania matematycznego 
w zarządzaniu stadami bydła. W porównaniu 
z metodami tradycyjnymi stosowanymi w do-
radztwie, uŜycie modelowania i programowania 
matematycznego pozwala na równoczesne, ilo-

ściowe rozwaŜenie większej liczby aspektów 
wpływających na analizowany proces, uwzględ-
nienie niepewności posiadanych informacji oraz 
uzyskanie lepszego wglądu w przebieg i rezul-
taty procesu. Dzięki temu wybór optymalnych 
decyzji hodowlanych i produkcyjnych jest traf-
niejszy, co niewątpliwie przyczynia się do po-
prawy efektywności prowadzonej działalności. 
NaleŜy jednak zaznaczyć, Ŝe opisane metody 
matematyczne powinno się traktować jako na-
rzędzia wspomagające pracę hodowcy czy pro-
ducenta, do którego zawsze naleŜy podjęcie 
ostatecznej decyzji. ……………………………
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MATHEMATICAL  MODELING  AND  PROGRAMMING  IN  HERD  CATTLE  MANAGEMENT 

 
Summary 

 
 Herd management requires taking many breeding and production decisions. Most beneficial decisions, 
taken based on accepted criteria, can be facilitated using mathematical programming and modeling methods. The 
model is a simplified representation of a system (farm, company, production process) used to detect quantitative 
relations between variables in the analysed system and to predict the effect of changes in the values of these 
variables. Models are solved and optimum decisions made using mathematical programming techniques. A spe-
cial role among these techniques is played by dynamic programming extended with Hierarchic Markov 
Processes (HMP). This method is used to support economically optimal decisions concerning rearing and intro-
duction of replacement heifers to dairy herds, data of insemination and rotation of dairy herd, as well as the 
course of individual and group bull fattening. The development of Multi-Level Hierarchic Markov Processes 
(MLHMP), in which the hierarchic structure of the model was extended with new levels, made it possible to 
solve more complex decision problems. The examples of using this method to support cattle herd management 
decisions include a model for optimization of fattening length and slaughter weight of bullocks, and efforts 
aimed at constructing a model for optimization of breeding heifer use strategy in a beef herd. 
 

 
 

Bydło rasy Hereford  (Łumpia) – Hereford cattle (Łumpia) (fot. B. Borys) 


